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ABSTRACT

In diesem Papier wird Linearisierbarkeit definiert und ihre
Vor— und Nachteile auch in Hinblick auf alternative Korrek-
teitseigenschaften fiir konkurrente Datenobjekte beschrie-
ben.

Linearisierbarkeit ist eine Korrektheitseigenschaft fiir kon-
kurrente Datenobjekte. Sie erlaubt es, eine abstrakte Spezi-
fikation der Objekte aus dem Uniprozessorbereich zu verall-
gemeinern um sie in Multiprozessorsystemen anwenden zu
konnen.

Die Linearisierbarkeit einer Datenstruktur ist damit ein Hilfs-
mittel zum Nachweis des korrekten Verhaltens eines Pro-
gramms fiir Multiprozessorsysteme. Auflerdem kann Lineari-
sierbarkeit dabei helfen, die Echtzeiteigenschaften eines Pro-
gramms zu zeigen.

1. EINLEITUNG

Eine interessante und wichtige Problemstellung im Kontext
der Entwicklung von Multiprozessor—Applikationen ist die
formale Beschreibung des Verhaltens der Applikation und
dessen Verifikation. Im Allgemeinen werden beim Entwurf
Objekte verwendet, deren zuldssige Operationen aus dem
Bereich der Uniprozessor—Applikationen bekannt sind, wie
z. B. Warteschlangen und Bindrb&dume.

Diese Objekte sind jedoch meist ungeeignet fiir nebenliu-
fige Zugriffe: Thre abstrakten Spezifikationen gelten nur fiir
sequentielle Verwendung und die nebenlidufige Verwendung
ihrer konkreten Implementierungen kann zu schwer reprodu-
zierbaren Fehlern fithren'. Gesucht ist daher eine Méoglich-
keit, das aus dem Single-Thread-Bereich bekannte abstrak-
te Verhalten einer Datenstruktur auf den Multiprozessorbe-
reich zu verallgemeinern.

!Fehler z. B., die aus Wettlaufsituationen folgen, die aus

nicht reproduzierbarer minimaler Anderungen des zeitlichen
Ablaufs entstehen.
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Abbildung 1: Linearisierungspunkt eines Zugriffs

Hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten. Ich moéchte zuerst
einen Uberblick geben iiber die von Herlihy und Wing [2]
eingefiihrte Linearisierbarkeit und dann ihre Vorteile, die sie
gerade fiir grole Systeme oder Szenarien mit Echtzeitanfor-
derungen interessant machen. Abschlieend méchte ich sie
mit zwei anderen Korrektheitseigenschaften, der Serialisier-
barkeit und der sequentiellen Konsistenz, vergleichen.

2. LINEARISIERBARKEIT
2.1 Definition
2.1.1 Informelle Definition

Eine Datenstruktur ist linearisierbar, wenn jede Ablauffolge
von nebenldufigen Zugriffen auf diese Datenstruktur “um-
formbar” ist in eine Ablauffolge von nicht nebenldufigen Zu-
griffen. Zusétzlich darf sich die zeitliche Abfolge von nicht
nebenldufigen Zugriffen bei dieser Umformung nicht dndern
(vgl. [7], S. 301f; [2], S. 464).

Alternativ kann man Linearisierbarkeit auch folgenderma-
Ben informell definieren (vgl. [2]§1.2, S. 464f; Darstellung 1):

Definition 1. Eine Ablauffolge ist linearisierbar, wenn zu
jedem Zugriff ein Zeitpunkt wihrend dieses Zugriffes, der
Linearisierungspunkt, existiert, so dass der Zugriff zu exakt
diesem Zeitpunkt eine atomare Zustandstransition bewirkt.

In Darstellung 1 ist ein Zugriff eines Prozesses auf ein Objekt
mit zugehorigem Linearisierungspunkt illustriert.
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Abbildung 2: Eine linearisierbare Ablauffolge und
die dazugehorige Linearisierung
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Abbildung 3: Eine mehrdeutig linearisierbare Ab-
lauffolge

Diese Definition bietet zunéchst nur eine hinreichende Be-
dingung fiir Linearisierbarkeit?. Wichtig ist, dass man sich
bei jeder linearisierbaren Datenstruktur vorstellen kann, dass
ihre Zugriffe irgendwann zwischen Aufruf und Antwort eine
atomare Zustandstransition hervorrufen.

Ein Zugriff wie in Darstellung 1 beginnt mit einem Auf-
ruf einer Methode an einem Objekt und endet, wenn dieser
Aufruf zuriickkehrt. Nebenldufigkeit von Zugriffen entsteht
dadurch, dass ein Zugriff gestartet wird obwohl ein anderer
Zugriff das Objekt noch bearbeitet. In Abbildung 2 gilt das
fiir die zwei Enqueue—Zugriffe.

Hier bearbeiten zwei Prozesse A und B eine gemeinsame
Datenstruktur, ndmlich eine FIFO—Warteschlange. Die zwei
Enqueue—Zugriffe passieren nebenléufig; die zwei Dequeue—
Zugriffe sequentiell.

Diese Ablauffolge ist linearisierbar, indem die beiden neben-
laufigen Zugriffe sequentialisiert werden, sie also in nicht ne-
benldufige Zugriffe umgeformt werden.

Hierbei gébe es zwei Moglichkeiten: Entweder passiert zuerst
das Enqueue von A und dann das Enqueue von B oder an-
dersherum. Die zweite Moglichkeit verletzt jedoch die FIFO—
Eigenschaft der Datenstruktur, denn das Dequeue von x pas-
siert vor dem Dequeue von y; also kann das Enqueue von y
nicht vor dem Enqueue von x passiert sein.

In Abbildung 3 finden auf der FIFO—Warteschlange drei En-
queues statt. Der Enqueue von Prozess C ist zu Ende be-
vor das Enqueue von A beginnt. Deswegen muss die War-
teschlange am Ende der Ablauffolge “z” vor “x” enthalten,

2Tatséchlich gibt es viele Datenstrukturen, die linearisierbar
sind obwohl sie die diese Bedingung nicht erfiillen kénnen,
da die notigen Zustandsidnderungen mangels Hardwareun-
terstiitzung nicht atomar ausfithrbar sind.
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Abbildung 4: Eine nicht linearisierbare Ablauffolge

da sonst die FIFO-Eigenschaft verletzt ist. Das Enqueue
von Prozess B passiert jedoch parallel zu den beiden ande-
ren Enqueues. Damit ist nicht festlegbar, ob “y” vor oder
nach “z” oder “x” in der Warteschlange steckt. Die mogli-

chen Endzustéinde der Warteschlange sind “[z,x,y]”, “[z,y,x]”
und “[y,z,x]”.

Die Ablauffolge in Abbildung 4 ist nicht linearisierbar. In
einer Linearisierung muss die zeitliche Reihenfolge von nicht
nebenliufigen Zugriffen erhalten bleiben. Da die Ablauffol-
ge nur Zugriffe enthélt die sich nicht iiberschneiden, kann
bei einer Linearisierung nichts an der Reihenfolge der Zu-
griffe gedindert werden. Die sequentialisierte Ablauffolge wi-
derspricht damit zwangslaufig der abstrakten Definition der
FIFO-Warteschlange, also kann sie nicht linearisiert werden.

Aus diesen Beispiel ist ersichtlich: Ablauffolgen sind poten-
tiell auf mehrere Arten linearisierbar; eine Linearisierung
respektiert jedoch die abstrakte Spezifikation® der Daten-
struktur.

2.1.2 Formale Definition

Zu einer formal akzeptablen Definition miissen wir zuerst
einige Begriffe kldren.

Die grundlegenden Elemente unseres Modells sind Prozesse
und Objekte.

Definition 2. Ein Prozess ist eine Recheneinheit, die se-
quentiell arbeitet und auf Objekte zugreift; diese Zugriffe
sind ebenfalls sequentiell, d. h. ein Prozess startet einen neu-
en Zugriff erst nach Beendigung des Vorhergehenden.

Definition 8. Ein Zugriff besteht aus zwei (atomaren) Er-
eignissen: dem Aufruf und der zugehérigen Antwort?. Jedem
dieser Ereignisse kann man genau einen Prozess (den Zugrei-
fenden) und ein Objekt (das Bearbeitete) zuordnen.

Definition 4. Eine Ablauffolge® besteht aus einer zeitli-
chen Abfolge von Aufrufen und Antworten.

Definition 5. Zwei Zugriffe einer Ablauffolge sind neben-
ldufig, wenn die zwei Zeitintervalle zwischen Aufruf und Ant-
wort sich iiberlappen, d. h. einer der beiden Aufrufe findet
zwischen dem anderen Aufruf und dessen Antwort statt.

Zwei nicht nebenldufige Zugriffe sind zueinander sequentiell.
Ein Zugriff an sich ist sequentiell, wenn er zu allen anderen
Zugriffen sequentiell ist.

3die im Allgemeinen nur fiir den sequentiellen Fall gilt.
4die zeitlich spiter stattfindet
®im Original “history” [2], S. 467



Eine Ablauffolge ist sequentiell, wenn alle Zugriffe in ihr
sequentiell sind.

Auf der Menge der Zugriffe in einer Ablauffolge H entsteht
eine partielle Ordnungsrelation <y, die der zeitlichen Abfol-
ge entspricht: Zu zwei Zugriffen Z; und Zs in einer Ablauf-
folge H gilt: Z1 <y Z> genau dann, wenn Z; und Z> nicht
nebenldufig sind und Z; vor Z, passiert ist.

Definition 6. Zu einer Ablauffolge H und einem Prozess
P ist die Teilablauffolge® H|P definiert als die Ablauffolge
von Zugriffen, die in H sind und bei denen P beteiligt ist.
H|P ist fiir alle Prozesse P sequentiell.

Analog ist eine Teilablauffolge von H auch fiir ein Objekt O
definierbar: H|O ist die Teilablauffolge von Zugriffen, die in
H sind und bei denen auf O zugegriffen wird.

Definition 7. In einer Ablauffolge kann es Zugriffe geben,
deren Antwortereignis noch nicht passiert ist; diese Zugriffe
sind unvollstéindig”.

Zu einer Ablauffolge H ist die Teilablauffolge complete(H)
definiert als die Teilablauffolge, die aus allen vollstindigen
Zugriffen besteht, d. h. die Teilablauffolge, bei der alle un-
vollstéandigen Zugriffe weggelassen werden.

Der Begriff der Teilablauffolge erlaubt uns, die Umformung
von Ablauffolgen genau zu definieren:

Definition 8. Zwei Ablauffolgen H und H’ iiber der glei-
chen Menge von Prozessen und Objekten sind &quivalent
wenn fiir alle beteiligten Prozesse P gilt: H|P und H’|P be-
stehen aus Zugriffen, die in der gleichen Reihenfolge auf die
gleichen Objekte mit den gleichen Parametern und Ergeb-
nissen stattfinden; lediglich der zeitliche Abstand zwischen
zwei Zugriffen oder die Dauer der einzelnen Zugriffe darf sich
dndern.

Damit kann nun die Linearisierbarkeit definiert werden:

Definition 9. Eine Ablauffolge H ist linearisierbar, wenn
zwei weitere Ablauffolgen H’ und S existieren, die folgenden
Bedingungen geniigen:

e H’ entsteht, indem an H einige Antworten zu unvoll-
stédndigen Zugriffen angehidngt werden, diese also ver-
vollsténdigt®.

e S ist zu complete(H’) dquivalent®.

%im Original “subhistory” [2], S. 467

"im Original “pending” [2], S. 467

8Diejenigen unvollstindigen Zugriffe, die bereits Auswirkun-
gen auf die Datenstruktur hatten, werden hier vervollstin-
digt.

Diejenigen unvollstindigen Zugriffe, die noch keine Auswir-
kungen auf die Datenstruktur hatten, werden hier weggelas-
sen.

e S ist sequentiell.
e Die Spezifikation aller Objekte erlaubt S'°

o Fiir alle Zugriffe Z1 und Z2 in H, die nicht neben-
laufig sind, fiir die also gilt: Z1 <g Z2, gilt ebenfalls
7 <s Za.

Mit anderen Worten: Um eine Ablauffolge zu linearisieren
ist fiir nebenldufige Zugriffe eine sequentielle Reihenfolge zu
wihlen. Das Ergebnis muss eine erlaubte sequentielle Ab-
lauffolge darstellen, darf also die sequentielle Spezifikation
der beteiligten Objekte nicht verletzen.

Damit stellt Linearisierbarkeit eine Moglichkeit dar, aus ei-
ner Spezifikation des Verhaltens einer Datenstruktur fiir se-
quentielle Szenarien eine Spezifikation fiir nebenléufige Sze-
narien zu machen.

Wichtig hierbei ist, dass Linearisierbarkeit Wettlaufsituatio-
nen'! auBerhalb der Operationen nicht ausschliefit: Zu einer
Ablauffolge kann es mehrere zuldssige Linearisierungen ge-
ben, dies entspricht intuitiv unserer Vorstellung von Neben-
laufigkeit (vgl. Darstellung 3).

2.2 Anwendbarkeit der Linearisierbarkeit
Aus der Linearisierbarkeit eines Objekts sind Schlussfolge-
rungen iiber dessen Verhalten ziehbar. Ich méchte nun ein
Beispiel dazu, das von Herlihy und Wing ([2], S. 482 ff.)
stammt, nachvollziehen. In diesem Beispiel wird das korrek-
te Verhalten einer FIFO-Warteschlange aus ihrer Lineari-
sierbarkeit abgeleitet.

Intuitiv ist eine Warteschlange, deren Verhalten in sequen-
ziellen Szenarien festgelegt ist, in nebenldufigen Szenarien
dann korrekt, wenn sie die Reihenfolge der Elemente erhilt,
deren Einfiige—Zugriffe nicht nebenldufig waren, wenn kei-
ne Elemente verschwinden und wenn keine Elemente in der
Warteschlange erscheinen ohne eingefiigt worden zu sein.

Ich will nun zeigen, dass diese Bedingungen von einer linea-
risierbare FIFO-Warteschlange erfiillt werden.

Séamtliche Werte in der Warteschlange seien zur Vereinfa-
chung des Beweises unterschiedlich. Des Weiteren sei die
Warteschlange zu Beginn der Ablauffolge leer.

SATZ 1. Wenn zwei sequentielle Enqueue—Operationen die
Werte x und y nacheinander in die Warteschlange einfigen
und x und y entfernt werden, so sind die zwei Dequeue—
Operationen entweder nebenldufig oder die Dequeue—Operation
von x findet vor der Dequeue—Operation von y statt.

SATZ 2. Wenn zwei sequentielle Zugriffe die Werte x und
y nacheinander in die Warteschlange einfiigen und y be-
reits entfernt wurde, so gibt es entweder eine vollstindige
Dequeue—Operation von z oder es gibt eine unvollstindige
Dequeue—Operation von z, die nebenldufig ist zu Dequeue—
Operation von y.

10y61. Beispiel 2
engl. “Race Conditions”



SATz 3. Wenn x aus der Warteschlange entfernt wurde,
so gab es fir x eine Enqueue—Operation, bei der x in die

Warteschlange eingefiigt wurde; diese Enqueue—Operation fin-

det entweder vor der Dequeue—Operation von x statt oder
dazu nebenldufig.

BEWEISSKIZZE: Beweis durch Widerspruch: Es wird an-
genommen, dass die Warteschlange sich nicht derart verh&lt
und dennoch linearisierbar ist. Die Linearisierung der Ab-
lauffolge miisste dann per Definition die Spezifikation der
FIFO-Warteschlange einhalten.

Allerdings muss jede Linearisierung der Ablauffolgen die zeit-
liche Ordnung erhalten und verletzt damit zwangslaufig die
Spezifikation. Damit ist die Warteschlange nicht linearisier-
bar.

2.3 Eigenschaften der Linearisierbarkeit

Ich mochte nun auf die niitzlichen Eigenschaften der Linea-
risierbarkeit, Blockierungsfreiheit und Lokalitit, nidher ein-
gehen.

2.3.1 Blockierungsfreiheit

Die erste wesentliche Eigenschaft der Linearisierbarkeit ist,
dass sie keine Blockade von Prozessen erzwingt. Eine Imple-
mentierung kann wéhrend eines Zugriffs nebenldufige Zugrif-
fe blockieren, aber dies ist nicht notwendig um Linearisier-
barkeit zu erreichen. Des Weiteren ist eine totale'? Operati-
on immer'® durchfiihrbar.

Wenn zu einem Zeitpunkt in einer Ablauffolge ein Zugriff,
der zu einer totalen Operation gehort, unvollsténdig ist, so
existiert eine Linearisierung der Teilablauffolge bis zu diesem
Zeitpunkt, die die fehlende Antwort beinhaltet. Diese Li-
nearisierung enthélt keine Zugriffe, die zu diesem Zeitpunkt
noch nicht gestartet wurden.

Die Forderung, dass die Operation total ist, ist notwendig:
Eine nicht totale Operation, z. B. ein Dequeue auf einer lee-
ren Liste, kann durchaus blockieren, wenn dies erwiinscht ist.
Die Antwort des Zugriffs verzogert sich dann bis ein weiterer
Enqueue stattgefunden hat.

Mit anderen Worten: Ein unvollstindiger Zugriff (zu einer
totalen Operation) muss zu jedem Zeitpunkt nur schlimm-
stenfalls auf die Beendigung aller anderen nebenléufigen un-
vollstandigen Zugriffe auf dasselbe Objekt warten.

Damit ist die Ausfithrungsdauer eines Zugriffes schlimm-
stenfalls bedingt durch seine eigene Ausfithrungsdauer und
die Ausfithrungsdauer aller nebenldufigen Zugriffe.

2.3.2  Lokalitcit
Die andere wesentliche Eigenschaft der Linearisierbarkeit ist
ihre Lokalitét. Um die Linearisierbarkeit einer Ablauffolge H

zu zeigen, ist es hinreichend zu zeigen, dass fiir jedes Objekt
O die Teilablauffolge H|O linearisierbar ist ([2], S. 470f).

12Eine totale Operation auf einer Datenstruktur ist eine Ope-
ration, die definiert ist fiir jeden Zustand der Datenstruktur,
die, informell gesprochen, immer durchfiihrbar ist.

13Sje kann immer gestartet werden, wird jedoch maglicher-
weise erst nach anderen nebenldufigen Zugriffen bearbeitet.

Dies verringert den Aufwand zum Nachweis der Linearisier-
barkeit eines Systems betrachtlich. Ware Linearisierbarkeit
nicht lokal, so miissten zum Nachweis der Linearisierbar-
keit sémtliche moglichen Permutationen der Teilablauffolgen
H|O auf Linearisierbarkeit iiberpriift werden. Aufgrund der
Lokalitét jedoch sind die Teilablauffolgen unabhingig von-
einander auf Linearisierbarkeit iiberpriifbar. Damit ist der
Nachweis der Linearisierbarkeit eines Systems von Objekten
zuriickfithrbar auf den Nachweis der Linearisierbarkeit der
einzelnen Objekte.

2.4 Nachweis der Linearisierbarkeit

Eine bis jetzt unbeantwortet gebliebene Frage ist, wie die Li-
nearisierbarkeit einer Implementierung einer Datenstruktur
nachgewiesen werden kann.

2.4.1 Atomare Zustandsinderungen

Ein bekanntes Beispiel fiir eine mit Compare—And—Swap
implementierte linearisierbare FIFO-Warteschlange stammt
von Michael und Scott [4].

Die Autoren bringen in ihrem Papier ein einfaches und hin-
reichendes Argument fiir Linearisierbarkeit: Da die Opera-
tionen auf ihrer Warteschlange mittels atomarer Instruktio-
nen realisiert sind, gibt es einen Augenblick wiahrend des
Zugriffs, an dem diese ihre Auswirkung zeigen (vgl. [4], §3.2,
S.5), also einen Linearisierungspunkt (siehe 2.1.1).

Ein weiteres Beispiel fiir eine auf diese Art implementierte
linearisierbare Datenstruktur ist der im Folgenden vorge-
stellte Mutex.

Der Mutex hat intern zwei Zustidnde, “gesperrt” und “nicht
gesperrt”, hier durch “1” und “u” bezeichnet. Es gibt drei
abstrakte Operationen:

1. unlock: setze den Zustand auf “u”.

2. try_lock: wenn der Zustand “u” ist, setze ihn auf “1”
und gib “wahr” zuriick; sonst “falsch”.

3. lock: wenn der Zustand “u” ist, setze ihn auf “I”.

Die Implementierung verwendet atomare Compare—And—Swap
— Instruktionen und sieht folgendermaflen aus:

e unlock(m):
CAS(m7 “1”7 “u”)

e try_lock(m):
return CAS(m, “u”, “1”)

e lock(m):
while not try_lock(m) do nothing

Die Implementierung dieses Mutex ist linearisierbar, da je-
der Zugriff seine Wirkung atomar annimmt, also einen Li-
nearisierungspunkt besitzt. Die Linearisierung einer Ablauf-
folge ist daher eindeutig bestimmt, indem die Zugriffe nach
der Reihenfolge ihrer Linearisierungspunkte sortiert werden.



Alle totalen Operationen auf dem Mutex sind offensichtlich
nicht blockierend. Die “lock”-Operation kann zwar blockie-
ren, dies ist jedoch kein Widerspruch zur Blockierungsfrei-
heit des Mutex. Die “lock”-Operation ist ndmlich keine to-
tale Operation, deswegen darf sie blockieren.

Wenn eine nicht totale Operation gestartet wird und das
Objekt in einem Zustand ist, bei dem das Ergebnis nicht
definiert ist, so gibt es zwei Mdglichkeiten zu reagieren: Die
Operation liefert eine Fehlermeldung '* oder sie blockiert
solange bis sie nach einer der néchsten Zustandsdnderungen
definiert ist. Linearisierbarkeit steht mit keiner dieser Vor-
gehensweisen in Konflikt.

2.4.2  Atomaritdt durch Locking

Eine einfache aber recht unperformante ([4], §4, S. 6ff) Me-
thode eine Datenstruktur zu linearisieren ist, sie mit einem
Mutex zu versehen und jeden Zugriff mit einem Lock auf
diesem Mutex zu beginnen und mit einem Unlock zu be-
enden; wihrend der Operation darf der Prozess den Mutex
nicht freigeben. Diese Methode kann in dieser Form nur ver-
wendet werden, wenn alle Operationen total sind, da sonst
eine Operation auf einen Zustand der Datenstruktur treffen
kann, fiir den sie nicht definiert ist und alle weiteren Zugriffe
blockiert.

Die Linearisierung einer bei dieser Implementierung entste-
henden Ablauffolge gestaltet sich sehr einfach: Nebenldufige
Zugriffe werden linearisiert indem sie nacheinander in der
Reihenfolge ausgefiihrt werden, in der sie den Mutex erhal-
ten haben.

Diese Methode besitzt mehrere Nachteile. Zuerst benottigt
sie einen Mutex pro Datenstruktur, was je nach Mutex—
Implementierung einen deutlichen Mehrverbrauch an Spei-
cher bewirken kann. Des Weiteren sind Operationen auf ei-
nem Mutex im Allgemeinen als Bibliotheksfunktionen imple-
mentiert, die schlimmstenfalls sogar Systemaufrufe nach sich
ziehen konnen, was die Ausfithrungszeit u. U. stark vergro-
Bert. Aulerdem verbietet die Verwendung nur eines Mutex
die nebenliufige Ausfithrung von Operationen, die an sich
ohne Weiteres nebenldufig ausfiihrbar wéren (z. B. lesende
Zugriffe'®).

Interessanterweise ist diese Implementierung der Linearisier-
barkeit immer noch nicht blockierend (nach der obigen Defi-
nition). Zwar muss ein (zu einer totalen Operation gehéren-
der) Zugriff potentiell auf die Beendigung aller nebenlédufigen
Zugriffe warten. Es kann jedoch nicht passieren, dass ein Zu-
griff eine Datenstruktur “sperrt”, so dass diese durch einen
weiteren, spéter stattfindenden Zugriff “entsperrt” werden
muss, was bei serialisierbaren Datenstrukturen wéihrend ei-
ner Transaktion passieren kann (siehe 2.5.1).

2.4.3 Eine allgemeine Beweismethode

14Djes wire eine Anderung der Definition der Operation; das
Problem wird quasi wegdefiniert.

15{Iblicherweise werden sogenannte “Reader—Writer—Locks”
[6] verwendet, um in dieser Situation wieder Parallelitét her-
zustellen. Genauso sind bei Verwendung von “Bedingungs—
Variablen” [5] auch nicht totale Operationen zuléssig. Wir
betrachten hier trotzdem nur den einfacheren Fall, da diese
Optimierungen im Prinzip dieselben Nachteile besitzen.

Eine allgemeinere Methode, die Linearisierbarkeit einer Im-
plementierung einer abstrakten Datenstruktur zu zeigen, wur-
de von Herlihy und Wing ([2], S. 474fF ) eingefiihrt und eig-
net sich fiir komplexere Datenstrukturen, deren Operationen
nicht atomar implementierbar sind.

Manche heutige Rechner bieten zwar garantiert atomare In-
struktionen wie zum Beispiel “Compare-And—Swap” oder
“Load-Linked / Store—Conditional”, diese bieten jedoch im
Allgemeinen nicht die Méglichkeit, mehr als zwei Datenwor-
ter gleichzeitig zu dndern. Infolgedessen muss eine Imple-
mentierung einer Operation unter Umsténden in mehrere
atomare Instruktionen zerlegt werden.

Die Beweismethode bedient sich des bekannten Konzepts der
invarianten Bedingung: Zu jeder atomaren Instruktion die in
einem Zugriff stattfindet und jedem Zustand eines Objekts,
der vor dieser Instruktion moglich ist und der die invariante
Bedingung erfiillt, wird bewiesen, dass die Bedingung auch
fiir den neuen Zustand nach der Instruktion gilt.

Um im sequentiellen Fall nachzuweisen, dass die Implemen-
tierung mit der abstrakten Spezifikation zusammenpasst,
wird einem internen Zustand eines Objekts ein abstrakter
Zustand zugeordnet. Diese Zuordnung ist eindeutig und wéh-
rend eines Zugriffes undefiniert.

Im nebenldufigen Fall ist die Situation nicht so einfach. Zu-
erst muss der abstrakte Zustand des Objekts zu jedem Zeit-
punkt definiert sein, um nebenldufige Zugriffe zu ermogli-
chen. Uberraschenderweise ist es zudem nicht mégich, den
abstrakten Zustand eindeutig festzulegen (vgl. [2], S. 476f).

Die Losung ist, einem internen Zustand mehrere abstrakte
Werte zuzuordnen. Ein interner Zustand entspricht dann ei-
ner Menge von moglichen abstrakten Zustdnden. Damit ist
die korrekte, linearisierbare Implementierung nachweisbar:
Die Menge von méglichen abstrakten Zustdnden muss sich
wihrend eines Zugriffs auf eine Art dndern, die die Spezifi-
kation des abstrakten Objekts erfiillt.

Mit dieser Methode ist die Verifikation von Implementie-
rungen, bei denen mehrere atomare Operationen eingesetzt
werden miissen machbar.

2.5 Vergleich mit anderen Korrektheitseigen-

schaften
Wir werden die Linearisierbarkeit jetzt zwei anderen Kor-
rektheitseigenschaften gegeniiberstellen, um Vor- und Nach-
teile aufzuzeigen.

2.5.1 Serialisierbarkeit

Der Begriff der Serialisierbarkeit ([7], S. 274f) kommt aus
dem Themengebiet Datenbanken und basiert darauf, meh-
rere Zugriffe zu sogenannten Transaktionen zusammenzufas-
sen.

Diese Transaktionen stellen atomare Zustandsiibergéinge des
kompletten Systems dar und laufen im Allgemeinen so ab,
dass ein Prozess auf ein oder mehrere Objekte lesend zu-
greift, dann einen neuen Zustand des gesamten Systems be-
rechnet und die nétigen Anderungen dann in ein oder meh-



reren Objekten speichert.

Eine Ablauffolge von Transaktionen ist serialisierbar, wenn
sie dquivalent'® ist zu einer Ablauffolge in der diese Trans-
aktionen sequentiell ausgefiithrt werden.

Ein grofler Vorteil der Serialisierbarkeit ist, dass der globale
Zustand aller Objekte sehr leicht zu iiberblicken bzw. zu kon-
trollieren ist. Alle Anderungen des globalen Zustands werden
durch die moglichen Transaktionen definiert. Wenn nun ei-
ne Eigenschaft des globalen Zustands zu beweisen ist, so ist
“nur” nachzuweisen, dass diese Eigenschaft von allen mo6g-
lichen Transaktionen erhalten bleibt (und zu Beginn gilt).
Dies ist insbesondere hilfreich wenn die Datenbank komple-
xe Konsistenzbedingungen erfiillen muss.

Im Gegensatz dazu ist es bei einem linearisierbaren System
schwierig, Eigenschaften des globalen Zustands nachzuwei-
sen. Dies liegt vor allem daran, dass der globale Zustand
schlimmstenfalls aus dem kartesischen Produkt der Zustan-
de aller Objekte besteht, d. h. jede beliebige Mischung von
Objektzustéanden ist prinzipiell moglich. Das ist ein enormer
Nachteil wenn man komplexe Konsistenzanforderungen hat.

Allerdings besitzt Serialisierbarkeit auch Nachteile gegen-
iiber Linearisierbarkeit. Ein wesentliches Problem mit seria-
lisierbaren Systemen ist die Moglichkeit von unvereinbaren
Transaktionen.

Stellen wir uns zum Beispiel zwei Transaktionen vor, die auf
den Objekten X und Y arbeiten und den Code “Y := X +
1” bzw. “X := Y + 1” implementieren. Diese Transaktionen
zerfallen in je zwei Zugriffe: “Lese X (bzw. Y)” und “Schreibe
Y (bzw. X)”.

Es ist klar, dass diese zwei Transaktionen nicht nebenlaufig
ablaufen diirfen'”; jedes System, das Serialisierbarkeit im-
plementiert muss dies verhindern.

Daraus folgt, dass wihrend einer Transaktion eine zwei-
te Transaktion moglicherweise nicht gestartet werden kann:
Der Prozess der die zweite Transaktion starten will ist bloc-
kiert. Da die Berechnungen die ein Prozess wihrend seiner
Transaktion ausfithrt sehr viel linger dauern kénnen als die
simple Addition in unserem Beispiel, ist der Prozess der die
zweite Transaktion durchfithren will potentiell sehr lange
blockiert.

Eine totale Operation auf einem linearisierbaren Objekt je-
doch muss allerhdchstens auf nebenldufige Operationen war-
ten; ein Objekt kann nicht zwischen zwei sequentiellen Zu-
griffen blockiert sein.

Dies ermdoglicht einen wesentlich héheren Grad der Gleich-
zeitigkeit als bei serialisierbaren Systemen, was die Perfor-
mance steigert.

16im Sinne von Definition 8 in Sektion 2.1.2

"Wenn X und Y auf 2 initialisiert werden, so sind die zwei
akzeptablen Zustdnde nach den zwei Transaktionen (X=3,
Y=4) und (X=4, Y=3); wiirden die Transaktionen parallel
ablaufen, so wére (X=3, Y=3) ein moglicher Endzustand —
dies wére aber nicht serialisierbar.

A:Enq(Q1,x)  A:Eng(Qz,x)  A: Deq(Qi, y)
— ——— ————]

B: Enq(Q2, y) B: Enq(Q1, y) B: Deq(Q2, x)
— — —

t

Abbildung 5: Eine nicht sequentiell konsistente Ab-
lauffolge

Solange fiir unvereinbare Transaktionen nicht eine akzep-
table Ausfithrungszeit im Schlimmstfall garantieren werden
kann, ist Linearisierbarkeit daher fiir Systeme mit FEcht-
zeitanforderungen klar vorzuziehen.

2.5.2 Sequentielle Konsistenz

Eine weitere Korrektheitseigenschaft ist die sogenannte se-
quentielle Konsistenz ([3]; [7], S. 300f). Eine Ablauffolge ist
sequentiell konsistent wenn sie zu einer sequentiellen Ab-
lauffolge dquivalent ist. Die zeitliche Ordnung von nicht ne-
benldufigen Zugriffen muss dabei nicht erhalten bleiben. Je-
de linearisierbare Ablauffolge ist auch sequentiell konsistent;
jedoch die Ablauffolge in Darstellung 4 ist zwar nicht linea-
risierbar, aber sequentiell konsistent.

Ein Nachteil der sequentiellen Konsistenz ist, dass sie nicht
lokal ist. Hierzu betrachten wir Abbildung 5 (vgl. [2], S. 472).

Die Teilablauffolgen H|Q: und H|Q2 sind sequentiell konsi-
stent (vgl. Abbildung 4); die gesamte Ablauffolge ist jedoch
nicht sequentiell konsistent.

Damit ist die sequentielle Konsistenz nicht lokal. Um sie
nachzuweisen reicht es also nicht, die Objekte getrennt von-
einander zu betrachten'®.

Allerdings besitzt sequentielle Konsistenz Vorteile, zum einen,
was die Performanz angeht. Attiya und Welch [1] haben

nachgewiesen dass Linearisierbarkeit signifikant héhere Lauf-

zeitkosten hervorruft, wenn die Prozesse voneinander ent-

fernt arbeiten und nicht perfekt synchronisierte Uhren ha-

ben, eine Situation, die in verteilten Systemen und NUMA—

Architekturen auftritt. AuBlerdem ist sequentielle Konsistenz

leichter nachzuweisen. Dies ist wenig {iberraschend, da aus

Linearisierbarkeit bereits sequentielle Konsistenz folgt.

3. FAZIT

Linearisierbarkeit bietet eine einfache, leicht zu verwenden-
de Moglichkeit, Aussagen iiber nebenldufigen Programme zu
machen. Sie bietet dabei gegeniiber anderen Korrektheitsei-
genschaften Vorteile; ihre Lokalitét erleichtert die Verifika-
tion von groferen Systemen, ihre Blockierungsfreiheit hilft
bei Echtzeitanforderungen z. B. beim Finden der Hochstzu-
griffsdauer einer Operation.

Nachteile der Linearisierbarkeit bestehen zum einen dar-
in, dass Aussagen iiber den globalen Zustand des Systems
schwer zu treffen sind. Wenn ein System daher umfangrei-
che Konsistenzbedingungen erfiillen soll, sind andere Kor-
rektheitseigenschaften interessant.

185 sei denn man weist gleichzeitig Linearisierbarkeit nach.



Zum anderen benstigt die Implementierung der Linearisier-
barkeit unter Umstinden®® mehr Resourcen als schwiichere
Korrektheitseigenschaften®’; der Nachweis der Linearisier-
barkeit einer Implementierung ist ebenfalls aufwindiger als
bei z. B. der sequentiellen Konsistenz?!.
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